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Outline of Presentation

•  Introduction	
•  Benefit	Values	of	the	Benders	cuts	
•  Work	in	Progress	using	Benefit	Values	
•  Multiplicative	x	Additive	PAR(p)	
•  Conclusions	
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Introduction

•  Long-term	operation	planning	(LTOP)	
problem	

•  Stochastic	Dual	Dynamic	Program	(SDDP)	
•  Multi-objective	problems	(Cost	x	Risk)	
•  Convergence	Criteria	
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Risk Aversion Mechanism

•  Extreme	events	have	a	greater	weight	in	the	
objective	function	of	the	optimization	

problem.	

•  Conditional	Value	at	Risk	(CVaR)	
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Risk Aversion Mechanism

•  CVaR:	Conditional	Value	at	Risk	

•  Expected	value	of	operative	cost	considering	
only	scenarios	with	a	risk	level	α.	
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Fig. 1: CVaR definition

(for example, the operational costs), the CVaR can be defined
for a given level a as:

CVaRa [Z] = E [Z|Z > VaRa(Z)] (1)

Figure 1 graphically presents the difference between VaR
and CVaR risk measures by using cumulative distribution
function (F ) of a random variable Z.

A common approach consists of inserting an auxiliary
variable u to represent VaR — as proposed by [15] and used in
the LTOP problem in [11]. However, the CVaR can be directly
calculated through the costs obtained in the optimization
policy without using an auxiliary variable, as in [13], [16],
[17]. The latter approach will be used here.

The inclusion of CVaR in the problem hinders the estimation
of an upper bound for the SDDP stopping criterion. This
problem occurs because the forward paths consist of sequences
of single realizations per scenario. In this case, estimating an
upper bound is difficult due to the high computational effort
in applying conditional resampling to a problem with a high
number of stages [11].

The upper bound, as estimated in the risk neutral case, is
not valid for the risk averse approach. An adequate estimation
could be achieved by traversing the complete scenario tree, as
demonstrated in [5]. Nevertheless, a high computational effort
is still required, making it only possible for use when the
number of stages is reduced.

In [18] a method of reducing the computational effort
required to estimate the upper bound is proposed by improving
technique for sampling extreme values that strongly contribute
to the CVaR estimation. According to the classic SDDP
convergence approach this work has proposed an efficient
estimator for some problems but not robust enough to be
used in a long-term problem when the number of stages are
significantly high.

An approach suggesting the use of a lower bound in
the evaluation of convergence is proposed by [13]. More
specifically, the convergence criterion is based on evaluating

lower bound stability during the iterative SDDP process and
the convergence is reached when there is no significant change
in the lower bound.

Another suggestion for the SDDP stop criterion found in
[11] first performs the risk neutral case convergence and then
uses the same number of iterations for the risk averse case.
This practice does not assure a good convergence as the future
cost function (FCF) changes when CVaR is included in the
problem.

An alternative approach for the upper bound estimation is
proposed in [7]. This bound is not based on sampling forward
paths and takes into account the convexity properties of FCF.
In fact, SDDP uses an outer approximation of FCF by using
tangent hyperplanes (cuts) to represent them and tends to
underestimate the actual FCF. Indeed, an inner approximation
could also be conducted where the states visited during the
iterative process build up an alternative FCF that can be seen
as an overestimated function of the actual FCF. As seen in
[19], the convex hull algorithm may be used to construct this
overestimated FCF. Thus, the future cost values obtained by
this approach are always greater than or equal to (in a limit
case) the actual FCF. In this way, the costs obtained by this
approach may be considered as an upper bound to the problem.

There are a number of drawbacks to the use of this criterion
for upper bound estimation that can increase the computational
effort. The upper bound estimation step can take a considerable
amount of computation time. Moreover, according to [20], the
convex hull algorithm can produce an excessive number of
hyperplanes in the FCF representation for higher dimensions.
So it might be necessary to deal with a high number of
hyperplanes to define the upper bounds, making the problem
solution even more computationally demanding. The use of
the upper bound estimation, as proposed in [14] leads to a
significant increase in the solution time when increasing the
number of state variables.

III. MATHEMATICAL MODEL

In a general manner the operation planning problem can
be approximated by a set of linear programming problems. A
general description is given by subproblem (2). For extended
LTOP model, see Appendix.

Qt (xt�1, ⇠t) = min
xt,↵t

c|t xt + ↵t

s.t.
Atxt = bt �Btxt�1 : ⇡t

↵t � (gn
t )|xt > bn

t n = 1, · · · , Ht+1

xt � xt

xt  xt
(2)

First of all, ↵t represents the FCF and estimates the expected
value of Qt+1(xt) such that this subproblem recursively
compounds the LTOP problem with t = 1, · · · , T , where T is
the number of stages to be considered and ↵T ⌘ 0 since there
is no future cost related to the last stage.

The value Qt (xt�1, ⇠t) then represents the cost associated
to the initial state xt�1 and to the event ⇠t; a set of stochastic
realizations ⇠t composes samples of costs (i.e., Z

i
t ) to be used
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SDDP and CVaR
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•  Objective	Function:	Convex	combination	
between	expected	value	of	operation	costs	
and	CVaR.	
	
	

	

85

Diferentemente da abordagem avessa a risco, que utiliza somente o operador de
valor esperado, utiliza-se uma combinação convexa entre o valor esperado e o CVaR através
de operador fl sobre os custos obtidos das ocorrências das realizações ou eventos, tal como
em [27]:

fl[Z] = (1 ≠ ⁄)E[Z] + ⁄CVaRa[Z] (5.8)

Ao utilizar o operador mostrado na equação 5.8 no problema de planejamento,
o objetivo passa a ser de minimizar uma composição entre o valor esperado e valores
extremos de cauda, tal que quanto maior o valor ⁄ utilizado, mais prioriza-se a diminuição
dos valores extremos do que o valor esperado dos custos de operação. Desta forma, busca-se
a obtenção de políticas de operação cujos custos acentuados sejam de menor intensidade.
Indiretamente, minimizar a ocorrência de valores extremos significa minimizar a ocorrência
de déficits de energia e obter políticas mais seguras.

Logo, uma política mais avessa a risco é aquela em que a ocorrência de valores
extremos é menos provável, o que, tem termos estatísticos ocorrerá com a redução do
desvio padrão da resposta e aumento do valor médio ou esperado. Considere uma variável
aleatória (e.g: custo de operação) obtidos de duas políticas distintas. A Figura 32 apresenta
um exemplo teórico que traduz o comportamento esperado para a variável sob métrica de
risco.
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Figura 32 – Função de distribuição acumulada: Efeito da aversão a risco

No caso, a política mais avessa a risco é aquela em que a probabilidade da ocorrência
de valores extremos seja pequena, ou em outras palavras, é mais avessa a risco aquela
em que a variável aleatória aproximar mais rapidamente da probabilidade acumulada de
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SDDP and CVaR

7	

•  Objective	Function:	Convex	combination	
between	expected	value	of	operation	costs	
and	CVaR.	

– λ:	Weight	for	the	portion	of	risk	in	the	objective	
function		

– α:	Risk	Level	
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and	CVaR.	
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SDDP and CVaR

•  Direct	Evaluating	of	the	CVaR:	100(1-α)%	of	
the	most	extreme	cost	values	
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SDDP and CVaR

•  Taking	together	SDDP	and	CVaR:	Main	Challenge!	
–  Convergence	criterion:	It	is	hard	to	estimate	the	
upper	bound.	
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Figura 88 – Convergência para PDDE – Limites inferiores e superiores convencionais para o caso
avesso a risco.

Pode-se observar que, ao utilizar o CVaR, os valores de ZSUP e ZINF obtidos são
tais que não constroem um critério confiável de convergência para a PDDE, visto que o
limite superior encontra-se consideravelmente abaixo do limite inferior tal que o cruzamento
das curvas poderia ser erroneamente classificado como um ponto de convergência.

Utilizando o critério proposto para análise da convergência, o resultado da conver-
gência é apresentado nas Figuras 89, 90 e 91.
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Some Alternatives to Tackle the Problem

– Exhaustive	search	on	tree	
– Sample	Average	Approximation	
– Convergence	of	the	neutral	risk	case	
– Upper	bound	estimation	via	inner	approximation	
(convex	hull)	

– Stability	of	the	lower	bound	estimation	
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Convergence Criterion Proposed

	
– To	evaluate	the	benefit	indexes	for	each	forward	
scenario	during	the	SDDP	iterative	process	

– When	all	forward	scenarios	have	benefit	values	
below	a	specified	tolerance:	The	process	will	be	
converged.	
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Convergence Criterion Proposed

13	

110

função. Além disso, os pontos persistentes entre iterações sucessivas não são avaliados e,
assim, somente um ponto foi avaliado. Os resultados são mostrado na Tabela 8.

Tabela 8 – Novo ponto avaliado

Xi Ci Cú
i

COEFAi COEFBi erroi

Ponto (i)
(MWmês) (R$) (R$) (R$/MWmês) (R$) (R$)

1 187.76 53 400.00 80 885.00 -156.67 110 300.00 27 485.00

Porém, antes de incluir o corte no processo iterativo, verifica-se a diferença entre o
valor da aproximação inicial (Ci) e o valor de aproximação real da função de custo futuro
(Cú

i
), como mostrado na Figura 42.
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Figura 42 – Avaliação dos novos pontos (1a Iteração)

Como a diferença encontrada é considerável dentro da tolerância assumida, o corte
recém-determinado (mostrado na Figura 43) é inserido ao conjunto corrente de cortes µt.
Desta forma, ele participará diretamente na próxima iteração na determinação de novos
pontos.

Current	Value	of		
Cost-to-Function	

Forward	

New	Benders	Cut	

Benefit	Value	

New	Value	of	Cost-To-Go		
Function	with	new	cut	

Função	de	Custo	Futuro	

•  Understanding	the	benefit	value:	
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Convergence Criterion Proposed

•  Benefit	Value:	

	 	 	 	 	Percentage	Values:	
	 	 	 	 	 	 		
	 	 	 	 	 	 							x100	
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Contudo, antes da inserção do corte, pode-se definir uma medida para representar o
quanto o corte altera a função de custo futuro através de uma função de benefício backward
(Bk

i,t
), que traduz a variação (percentual) na FCF trazido pelo corte gerado pela série i no

estágio t para a k-ésima iteração.

A Figura 61 apresenta um corte a ser inserido no estágio t + 1 de acordo com um
armazenamento inicial xi,t obtido por uma sequência i.

Figura 61 – Determinação dos valores de benefício backward

Primeiramente, calcula-se um valor para a máxima diferença ”maxi,t como a
diferença entre os valores de custo obtidos ao considerar os armazenamentos mínimos
e máximos. Durante a dinâmica da PDDE, obtém-se da solução dos problemas de
minimização um custo associado à solução e multiplicadores que definirão um corte a ser
inserido no problema. O valor do custo corresponde ao valor resultante da utilização do
operador fl em função de uma solução local. Calcula-se então ”(xi,t) como a diferença
entre o valor recém calculado e o valor assumido de custo ao considerar conjunto atual
de cortes antes da inserção do corte corrente. A obtenção deste valor é feita de forma
análoga ao que é realizado para a obtenção do valor –i(Xú) na metodologia de inserção
iterativa de cortes (Capítulo 6), porém, utiliza-se a coleção de cortes do estágio t+1, de
tal forma que se antecipa a análise dos cortes. Em outras palavras, ao invés de analisar o
conjunto de cortes no momento de utilizá-los nos problemas de programação linear, estes
são analisados durante a construção dos mesmos. Através dos parâmetros apresentados na

129

Figura 61, o valor do benefício backward é então calculado como:

Bk

i,t
= ”k(xi,t)

”maxk,i,t

(8.6)

Tem-se que Bk

i,t
representa uma medida relativa de erro obtido em determinada

sequência forward i no estágio t em uma iteração k. Importante mencionar que os valores
de ”(xi,t), denotados alternativamente por ”i,t são atualizados ao longo do processo iterativo
tal que o parâmetro é menos representativo nas primeiras iterações e valores altos de Bk

i,t

podem ser determinados nestas iterações.

Sendo assim, são calculados diversos fatores Bk

i,t
durante o processo iterativo e

considera-se a PDDE convergida em uma dada iteração quando os valores de benefício
obtidos em todas as séries e estágios estão abaixo de um determinado valor de tolerância.

Torna-se útil, então, a definição do máximo valor do benefício por série, tal que:

Bk

i
= max

1
Bk

i,2,B
k

i,3, · · · ,Bk

i,T

2
(8.7)

Desta forma, quando todos os valores Bk

i
forem inferiores a uma tolerância predefi-

nida, pode-se entender que houve a convergência do processo na k-ésima iteração desde
que todas as séries utilizadas na política já não apresentam significância na construção da
FCF.

Entretanto, a utilização destes valores de benefício pode agregar mais informação
do que somente a avaliação da convergência do processo. Isto porque os parâmetros são
calculados por série durante a PDDE e, assim, pode-se avaliar quais séries específicas
já se encontram melhor definidas no problema e quais séries ainda estão adicionando
informações mais importantes à função de custo futuro. Com base nesta informação,
propõe-se a utilização dos valores de benefício para definir quais séries serão substituídas
em um processo de reamostragem mais seletivo.

Além disto, calculados os valores Bk≠1
i,t , pode-se utilizar um segundo valor reduzido

de tolerância para avaliar quais estados serão de fato avaliados na fase backward da PDDE,
tal que estados com erro muito pequenos na iteração anterior não necessitam de serem
avaliados para gerar novos cortes para determinada série dentro de um estágio específico,
diminuindo o esforço computacional despendido no processo. Esta etapa deve ser realizada
de forma cuidadosa para manter a qualidade da solução e, por isso, utiliza-se uma tolerância
bastante pequena para esta seleção de estados. Adicionalmente, pode ser também avaliada
a alteração nas soluções obtidas na fase forward ao longo das iterações para seleção de
estados a serem avaliados tal que se houver considerável variação na solução relativa a um
dado estado inicial ou armazenamento, este será avaliado.
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Convergence Criterion Proposed

Benefit	Value:	

	 	 	 	 		

15	

Given	a	scenario	and	stage:		
	When	new	cut	is	added:	one	benefit	value	is	computed.	

	
Given	a	scenario:		

	Compute	the	maximum	benefit	value	in	the	60	month-long	
backward	process.	
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Didactic Illustration
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Didactic Illustration
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Didactic Illustration (Usual SDDP Algorithm)
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Work in Progress: Smart Resampling
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interactions	…	

Continue	
Running	SDDP	

Resample	New	
Forward	
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Work in Progress: Optimal Benefit Value

•  Currently,	the	benefit	is	
evaluated	on	the	state	
(storage	and	past	
inflows)	

34	

•  Work	in	Progress:	To	
solve	another	Linear	
Optmization	Problem.	
What’s	the	maximum	
benefit	of	the	new	cut?	
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Work in Progress: Optimal Benefit Value
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while convergence == false do
Forward Pass;
for t 1 to T do

for i 1 to NSF do
Solve the Problem 1 to find solutions;
Save the stored volume for each hydro plant

and stage t;
end

end
Backward Pass;
for t T to 2 do

for i 1 to NSF do
With de operation cost, lagrange multipliers

and stored volume: evaluate a new cut;
if Cut Gain > � then

Update cost-to-go function with new cut;
else

Throw away the new cut;
end

end
end
Update convergence criterion;

end
Algorithm 1: Proposed Algorithm

The value of backward benefit is calculated as formulation
below.

⇣knew,t+1 = max
�
↵new
t+1 � ↵current

t+1

 
(2)

Subject to:
One inequality for each current cut, jcut:
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Limits of variables:
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Where,

• ⇣knew,t+1 is the gain proportionate by the new cut of
iteration k in cost-to-go function t+ 1;

• ↵new
t+1 is the value of cost-to-go function corresponding to

the new cut (blue curve in figure 3 and 4);
• ↵current

t+1 is the value of cost-to-go function corresponding
to current cuts (bold red curve in figure 3 and 4);

• �jcut or jnew
i,t+1 is the inclination coefficient of jcut or jnew

cut of hydro plant in the cost-to-go function t+ 1;

• bjcut or jnew
t+1 is the independent term of jcut or jnew cut

of cost-to-go function t+ 1.

Therefore, the several factors Bk
(i,t) are calculated during the

iterative process and DDDP. The optimization problem can
be consider converged in one given iteration when the values
of benefits obtained in all series and stages are below of a
determined tolerance value.

IV. RESULTS

For this section, our propose is to expose that the addresed
methodology becomes praticable in front of works that pre-
sented a DDDP problem. Primarily when confronted with the
traditional method Cost-to-go Function.

A. Tutorial Case

To test the convergence criterion proposed and demonstrate
didactically the methodology, it was created a tutorial case,
with the following characteristics:

• 1 system, with single load level and load of 900
MW.average.

• 2 hydro plants, having as data, the information of plants
Nova Ponte (510 MW) and Miranda (408 MW), located
in Basin of Paranaı́ba River, border of Minas Gerais with
Goiás.

• 2 thermoelectric plants, having as data, plants Eletrobolt
(321 MW) and Juiz de Fora (87 MW), having as costs
operating variables R$ 308 / MWh and R$ 214 / MWh,
respectively.

• Study period of 12 months, which is defined by the
historical series of inflow for the year of 1931.

By the traditional method, the convergence for this scenario
occurs in the 6th iteration, where ZINF and ZSUP are equal
according to a tolerance. Figure 5 shows convergence analysis
using the proposed methodology.

When observing Figure 5 it is noted that the cuts bring
an additional benefit in order of 105 for the first iteration.
Meanwhile, the last cuts iteration inserted in the Cost-to-go
Function linked to each one of the 12-month study is 10-3,
lower than the first benefit quote.

These pose values indicate that the proposed cuts
methodology has converged and also brings an appreciable
computacional gain during the simulation.

B. Brazilian Case

Using the Official Data of brazilian system
from October-2016, available on the website
www.ons.org.br/operacao/programa mensal operacao.aspx

we reach a large scale example to evaluate the convergence
of this methodology. The main highlight used in this study are:

• Official data of hundreds of hydro and thermal power
plants.
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sa	 One	inequality	for	each	
current	cut.	

Only	for	new	cut.	
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Figura 61, o valor do benefício backward é então calculado como:

Bk

i,t
= ”k(xi,t)

”maxk,i,t

(8.6)

Tem-se que Bk

i,t
representa uma medida relativa de erro obtido em determinada

sequência forward i no estágio t em uma iteração k. Importante mencionar que os valores
de ”(xi,t), denotados alternativamente por ”i,t são atualizados ao longo do processo iterativo
tal que o parâmetro é menos representativo nas primeiras iterações e valores altos de Bk

i,t

podem ser determinados nestas iterações.

Sendo assim, são calculados diversos fatores Bk

i,t
durante o processo iterativo e

considera-se a PDDE convergida em uma dada iteração quando os valores de benefício
obtidos em todas as séries e estágios estão abaixo de um determinado valor de tolerância.

Torna-se útil, então, a definição do máximo valor do benefício por série, tal que:

Bk

i
= max

1
Bk

i,2,B
k

i,3, · · · ,Bk

i,T

2
(8.7)

Desta forma, quando todos os valores Bk

i
forem inferiores a uma tolerância predefi-

nida, pode-se entender que houve a convergência do processo na k-ésima iteração desde
que todas as séries utilizadas na política já não apresentam significância na construção da
FCF.

Entretanto, a utilização destes valores de benefício pode agregar mais informação
do que somente a avaliação da convergência do processo. Isto porque os parâmetros são
calculados por série durante a PDDE e, assim, pode-se avaliar quais séries específicas
já se encontram melhor definidas no problema e quais séries ainda estão adicionando
informações mais importantes à função de custo futuro. Com base nesta informação,
propõe-se a utilização dos valores de benefício para definir quais séries serão substituídas
em um processo de reamostragem mais seletivo.

Além disto, calculados os valores Bk≠1
i,t , pode-se utilizar um segundo valor reduzido

de tolerância para avaliar quais estados serão de fato avaliados na fase backward da PDDE,
tal que estados com erro muito pequenos na iteração anterior não necessitam de serem
avaliados para gerar novos cortes para determinada série dentro de um estágio específico,
diminuindo o esforço computacional despendido no processo. Esta etapa deve ser realizada
de forma cuidadosa para manter a qualidade da solução e, por isso, utiliza-se uma tolerância
bastante pequena para esta seleção de estados. Adicionalmente, pode ser também avaliada
a alteração nas soluções obtidas na fase forward ao longo das iterações para seleção de
estados a serem avaliados tal que se houver considerável variação na solução relativa a um
dado estado inicial ou armazenamento, este será avaliado.
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The	stochastic	behavior	of	historical	inflows	must	appear	in	
synthetic	scenarios:	

•  Mean,	standart	deviation,	seasonality,	negative/positive	
sequences,	skewness	



Additive PAR(p)
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Zt	=	Φ1Zt-1	+	Φ2Zt-2	+	… + ΦnZt-n	+	ε	



Multiplicative PAR(p)
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Zt	=	(ζ	+	Φ1Zt-1	+	Φ2Zt-2	+	… + ΦnZt-n).ε	



Main Conclusions
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Improvements	in	SDDP	
algorithm	to	tackle	

convergence	problems		

•  Benefit	Values	to	establish	the	
convergence	

•  Resample	
•  LP	to	evaluate	Benefit	Values	

Generating	Synthetic	
Scenarios		

•  Monthly	Multiplicative	Auto-
Regressive	Model	

•  Intelligence	Computational	
Techniques	
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